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ЛОКАЛЬНО ОПТИМАЛЬНІ РОБАСТНІ ОЦІНКИ СТАНУ 
ЛІНІЙНИХ СИСТЕМ З НЕВИЗНАЧЕНИМИ ВХОДАМИ

У представленій роботі розглядається задача оцінки вектора стану лінійної дискретної системи в 
присутності неконтрольованих невизначених входів. Як правило, невизначені входи при моделюванні при-
йнято враховувати у вигляді випадкового процесу із заданою статистикою або представляти їх у якості 
постійних зсувів. Недоліком такого підходу є те, що будь-яке неадекватне припущення про їхню модель 
негативно позначається на якості роботи фільтра. Проте, існують фільтри з підвищеною стійкістю, 
які формують квазіоптимальні оцінки вектора стану системи незалежно від властивостей невизначе-
них входів. Запропоновано новий метод побудови оцінок стану лінійної системи з змінними параметрами 
при наявності невизначених входів, що полягає у застосуванні двоетапної процедури розщеплення роз-
ширеного фільтра Калмана на два, вузькоспеціалізованих фільтра меншої розмірності, що працюють 
паралельно. Новизна методу полягає в розробці спрощеної структури двокаскадного фільтра Калмана, 
стійкого до впливу невизначених входів. Запропонований метод є альтернативою робастному фільтру 
Кітанідіса, але відрізняється простотою математичних розрахунків  й відсутністю трудомістких 
процедур оптимізації за допомогою варіаційного обчислення, на зразок методу векторних множників 
Лагранжа із властивими йому обмеженнями. Практична цінність запропонованого методу синтезу 
робастного фільтра визначається можливістю його застосування у якості доповнення до стандарт-
ного фільтра Калмана, як засобу досягнення оптимальної якості процесу фільтрації для систем з неви-
значеними входами, тобто систем із частково відомою динамікою.

Ключові слова: невизначений вхід, декомпозиція, мінімальна узагальнена дисперсія, двох етапна 
апроксимація розширеного фільтра.

Вступ. Досить часто для практичних задач 
невизначеності нестаціонарних лінійних дина-
мічних систем інтерпретуються, як невідомі 
збурення. У математичній моделі їх враховують 
уведенням додаткових неконтрольованих входів. 
У даній роботі розглядається задача оцінювання 
вектора стану лінійної нестаціонарної дискретної 
системи яка є інваріантною до неконтрольова-
них невизначених входів. У загальному випадку, 
невизначені входи прийнято подавати у вигляді 
стохастичного процесу із заданою статистикою 
[8] або розглядати їх як постійні зсуви [7]. Недо-
ліком цього підходу є те, що у випадку відсут-
ності апріорних даних про статистику невизна-
ченого входу, будь-яке неадекватне припущення 
про їхню модель негативно позначається на якості 
роботи фільтра. Проте, відомі фільтри підвищеної 
надійності [1–5, 10, 11, 14], які дають оптимальні 
оцінки вектора стану системи відповідно до обра-
ного критерію якості незалежно від властивос-
тей невизначених входів. Зокрема, Кітанідіс [1] 

при наявності невизначених входів запропонував 
фільтр Калмана, оптимальність якого досягалася 
шляхом мінімізації сліду коваріаційної матриці 
помилок фільтрації за рахунок уведення додат-
кових алгебраїчних обмежень. Дораух і Заса-
дзинск [2] поширили результати роботи [1] на 
методи оцінки параметрів і отримали незміщені 
оцінки вектора стану з мінімальною дисперсією. 
Незважаючи на те, що їх метод є більш складним 
у порівнянні з методом Кітанідіса, їм вдалося 
виключити з розгляду трудомісткі методи оптимі-
зації з використанням матричних функцій і множ-
ників Лагранжа. Келлер і ін. в [4] запропонували 
альтернативну й більш просту форму запису рів-
нянь параметричного оцінювання. В роботі [3] 
використовуючи, метод декомпозиції невизначе-
них входів, у комбінації з інноваційним підходом, 
було отримано фільтр робастного типу. Форма 
представлення цього фільтра є найбільш загаль-
ною, оскільки складова з невизначеними входами 
присутня у рівняннях спостережень, а системні 
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шуми і шуми спостережень є статистично залеж-
ними. Делайон з співавторами [6] запропонували 
інший метод фільтрації при наявності невизна-
чених входів, заснований на перетворенні вихід-
ної системи в систему спеціального виду, з якої 
невизначений вхід був вилучений. На жаль, засто-
сування цього методу обмежується системами, 
що мають тільки певні, позитивно визначені кова-
ріаційні матриці. В представленій роботі пропо-
нується метод синтезу робастного фільтра, який 
є нечутливим до впливів невизначених входів. 
Цей фільтр побудований на основі технології син-
тезу двох каскадного фільтра Калмана [9] і нового 
методу фільтрації невизначеного входу. В процесі 
синтезу, окремо доведена його еквівалентність 
фільтру Кітанідіса. На відміну від інших запропо-
нований метод є більш зручним для практичних 
додатків і вимагає тільки однієї двоетапної про-
цедури ортогонального перетворення. 

Потрібно додатково зауважити, що при деяких 
спрощених припущеннях щодо моделей неви-
значених входів, для обчислення їх перших двох 
моментів, можна використовувати методи адаптив-
ної фільтрації в комбінації з методами ідентифіка-
ції параметрів [1]. У таких випадках, модель неви-
значеного входу стає доступною, а застосування 
розширеного фільтра Калмана може гарантувати 
менші значення коваріаційної матриці помилок 
фільтрації в порівнянні з фільтром робастного 
типу. Отже, для застосування методів адаптивної 
фільтрації пропонується нова, двоетапна проце-
дура оцінювання стану системи з невизначеними 
входами. На першому етапі, при відсутності інфор-
мації щодо моделі невизначених входів, доцільно 
застосовувати робастний фільтр Калмана, що дає 
можливість отримати наближені оцінки вектору 
стану. У цей же час, із метою уточнення моделі 
невизначеного входу, використовується відповідна 
процедура ідентифікації. У випадку успішного її 
завершення замість робастного фільтра необхідно 
застосувати розширений фільтр Калмана, за допо-
могою якого, відбувається подальше уточнення 
оцінок вектора стану системи. Вочевидь, що для 
плавного перемикання режимів «робастний – роз-
ширений», фільтри повинні мати співпадаючі 
обчислювальні структури, тому, під час синтезу 
в обох розглянутих фільтрах використовується дво-
каскадний еквівалент розширеного фільтра Кал-
мана. Важливою перевагою отриманого робаст-
ного фільтра є можливість його легкого приведення 
до форми розширеного фільтра Калмана, що теж 
представлений у двокаскадному варіанті і є добре 

відомим як оптимальний двокаскадний фільтр Кал-
мана з мінімально можливими обчислювальними 
витратами [9]. Як підсумок – основним завданням 
майбутнього синтезу є отримання робастного філь-
тра Калмана у вигляді двох каскадної структури, 
що у подальшому називатимеся робастним двох 
каскадним фільтром Калмана. Структуру такого 
фільтру нескладно отримати на основі алгоритму 
оптимального двокаскадного фільтра Калмана 
в комбінації з рівняннями спостережень фільтра 
з невизначеними входами. Осатаній, в свою чергу, 
є еквівалентним фільтру Кітанідіса [1]. 

Структурно стаття складається з постановки 
завдання дослідження, побудови робастного філь-
тра Калмана, доведенні теореми про еквівалент-
ність робастного фільтра й фільтра Кітанідіса, 
порівняння з раніше отриманими результатами, 
зокрема з результатами робіт [2, 6, 13] і підве-
дення підсумків роботи. 

Постановка задачі дослідження. 	Розглянемо 
лінійну дискретну систему стохастичного типу, 
у якій невідомі входи задаються у вигляді

x A x E d wk k k k k k k k�� � � �� � � � � �� � � � � � �1 1 1, , ;   (1) 

y H xk k k k� � � � � � � � � �� ,                     (2)
де x k n� � �� – вектор стану системи, d k p� � �� – век-
тор невідомих входів, y k m� � �� – вектор спостере-
жень. Системні матриці A H Ek k k k k�� � � � �� �1 1, , , ,  
відомі і мають відповідні розмірності, окрім того 
є справедливими припущення: rank k k pE �� ��� �� �1, , 
rank k m p rank k k k pH H E� ��� �� � �� � � � �� ��� �� �, , 1 . 
Дискретні шуми стану та спостережень � k� �  явля-
ють собою білі шумові послідовності з нульовими 
середніми значеннями, що мають задані коваріа-
ційна матриці

E k l k k lTw w Q� � � �� � � � � � �� , ,

E k l k k lT� � �� � � �� � � � � � �Q , ,E k lTw � � � �� � �� 0 ,
де Т – символ транспонування, � k l,� � – дельта 
функція Кронекера.

Загальний підхід до розв'язку поставленого 
завдання припускає, що компонента d(k) інтер-
претується у вигляді стохастичного процесу, 

d d wk k kd�� � � � � � � �1 ,                  (3)
де wd(k) – біла шумова послідовність з нульовим 
середнім значенням і заданими коваріаційними 
матрицями :

E k l k k ld d
T

dw w Q� � � �� � � � � � �� ,  та 

E k l k k ld
T

xdw w Q� � � �� � � � � � �� , .
Якщо ввести розширений вектор стану, що 

складається з x(k) й d(k) та використати алгоритм 
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розширеного фільтру Калмана, то стає можли-
вим  одержувати оцінки стану оптимального типу. 
Однак, з ростом розмірності розширеного век-
тора стану радикально зростають обчислювальні 
витрати й помилки обчислень. Отже, розширений 
фільтр Калмана буде важко реалізованим на прак-
тиці. У цьому випадку більш доцільним буде варіант  
використання оптимального двокаскадного філь-
тра Калмана, який полягає їх двох допоміжних 
фільтрів, один з яких являє собою модифікований 
фільтр вільний від впливу зсувів, а інший спеці-
ально орієнтований на їхнє оцінювання. У сукуп-
ності ці два фільтри є еквівалентними розшире-
ному фільтру Калмана, розглянутому в роботі [8]. 
Основний недолік цього підходу полягає в тому, 
що оптимальність цього фільтра досягається за 
рахунок вибору компромісних співвідношень між 
коваріаційними матрицями Qd і Qxd [1].

Альтернативний метод одержання фільтра інва-
ріантного до впливів невизначених входів полягає 
в застосуванні принципу декомпозиції. Кітаніді-
сом був запропонований метод синтезу робастного 
лінійного фільтра, який забезпечує незміщеність 
отриманих оцінок у комбінації з мінімальним 
значенням узагальненої дисперсії й у той же час 
є нечутливим до впливів з боку невизначених вхо-
дів. У цьому випадку оптимальні оцінки форму-
ються з наступних співвідношень [1]:

x x L y H xk
k

k
k

k
kk k k� � � � � � � � � � � � � � ��� ��� �1 1 ;    (4)

L K I K H Ek k k k k k� � � � � � � � � � ��� �� �� � �, 1
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�� � � � � �
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T T

k k k k k k k

k k k k
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1 1

1

1 1

1
;    (5)

P I L H P I L H

L R L
x

k
k x

k
k

T

T

k k k k

k k k

� � � � � � � ��� �� � � � � � � ��� �� �

� � � � � �
�1

��
,   (6)

де                x A xk
k

k
kk k�

�
�� � � �� � � �1

1
11, ;                (7)

P A P A Q
x

k
k x

k
k

Tk k k k k�
�

�� � � �� � � � �� � � �� �1
1

11 1 1, , ; (8)

K P H Ck k k
x

k
k

T� � � � � � � � ��
�

1
1 ;              (9)

C H P H Rk k k k
x

k
k

T� � � � � � � � � � � ��1 .      (10)
З [1] відомо, що фільтр який формує незміщені 

оцінки з мінімальною дисперсією не є глобально 
оптимальним у змісті мінімуму середньоквадратич-
ної похибки оцінювання, за винятком особливого 
випадку, коли інформація про властивості вектора 
збурювання є повністю відсутньою, тобто вектор d(k) 
є довільною функцією часу. У зв'язку із цим, робаст-
ний фільтр має головну перевагу – інваріантність 
показників якості роботи до вектора невизначених 
входів. Ця якість є особливо важливою у випадку, 

коли статистичні властивості вектора d(k) суттєво 
не Гаусові або інформація про них зовсім відсутня. 
Метою подальших розрахунків є отримання еквіва-
лентного перетворення фільтра Кітанідіса (4)–(10) 
у форму двох каскадного фільтра Калмана.

Робастний двокаскадний фільтр Калмана. 
Основа синтезу робастного фільтра Калмана 
з характеристиками якості інваріантними до неви-
значеного входу, полягає в модифікації фільтра, 
який спеціально орієнтований на оцінювання зсу-
вів. Крім того модифікації також підлягає його 
вагова матриця U(k). Нижче, у якості довідки, при-
водиться перелік операторів оптимального двокас-
кадного фільтра Калмана [8], отриманого при роз-
ширенні вектора стану в системі  рівнянь (1)–(3):

x x V d k
k

k
k

k
kk� � � � � � � � � �* * ;                (11)

P P V P V
x

k
k x

k
k d

k
k

Tk k


� � � � � � � � � � � �* ,        (12)
де x* k

k� � – оцінка стану першого розщепленого 
фільтру:

x A x u* *,k
k

k
kk k k�

�
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1
11 1 ;    (13)

x x K y H x* *
*

*k
k

k
k x

k
kk k k� � � � � � � � � � � � � � ��� ��� �1 1 ; (14)

P A P A Qx
k

k x
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k
Tk k k k k* *, ,�

�
�� � � �� � � � �� � � �� �1

1
11 1 1 ;  (15)

K P H H P H Rx x
k

k
T

x
k

k
Tk k k k k* * *� � � � � � � � � � � � � � � ��� ��� �

�

1 1

1 ;   (16)

P I K H Px
k

k x x
k

kk k� � � � � � � ��� �� � ��* * 1 ;         (17)
d* k

k� �  – оцінка входу другого розщепленого фільтру:
d d* *k

k
k

k�
�

�� � � � �1
1

1 ;                  (18)
d d K y H x S d* *

*
* *k

k
k

k d
k

k
k

kk k k k� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��� ��� � �1 1 1 ;   (19)

P P Qd
k

k d
k

k d k* * *�
�

�� � � � � � �� �1
1

1 1 ;           (20)

K P S
H P H

R S P S
d d

k
k

T x
k

k
T

d
k

k

k k
k k

k k
* *

*

*

� � � � � � �
� � � � � � �

� � � � � � � ��

�

1

1
TT k� �

�

�
�
�

�

�
�
�

�1

;  (21)

P I K S Pd
k

k d d
k

kk k* * *� � � � � � � ��� �� � ��1 ;      (22)
Матриці корекції:

u U U dk k k k
k� � � �� � � �� ��� �� � �1 1 * ;       (23)

Q Q Q U

U Q U Q

k k k k

k k k k

xd

T

xd d

T

� � � � � � � � �� � �

�� � � � � �� � � ��� ��

1

1 1–
;           (24)

U A V Ek k k k k k� � � �� � �� � � �� �, ,1 1 1 ;      (25)

S H Uk k k� � � � � � � ,                      (26)
де U k� �  і V k� �  – двох шагові вагові матриці, що 
визначаються рівняннями
U U Q U Q Pk k k k kxd d d

k
k� � � � � � �� � � � � �� ��� �� � ��� ���

�
1 1 1

1

*
;     (27)

V U K Sk k k kx� � � � � � � � � �* .                 (28)
З (18)–(22) видно, що d* k

k� �  являє собою оцінку 
невизначеного входу у  сенсі мінімуму середньо-
квадратичної похибки за умови існування коварі-
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аційних матриць Qd k� � і Qõd k� � . Однак, якщо ці 
статистичні дані невідомі або маловірогідні, то 
фільтр не в змозі формувати оптимальну оцінку 
стану. Для подолання даного ускладнення вико-
ристаємо наступний підхід.

Як відомо, роботу оптимального фільтра Кал-
мана можна характеризувати за допомогою двох, 
взаємно суперечливих складових. З однієї сторони  
процес відновлення характеризується складовою, 
яка обумовлена впливом рівняння динаміки об'єкта, 
і є причиною появи динамічних помилок. З другої, 
причиною появи додаткових помилок статистич-
ного характеру є математична модель каналу спосте-
режень. Матриця передачі фільтра Калмана зважує 
ці складові таким чином, що результуюча помилка 
фільтрації стає мінімально можливою, тобто реалі-
зує найкращий компромісний баланс між ними. Коли 
модель невизначеного входу (3) є не коректною або 
маловірогідною, складові, що задаються рівняннями 
(18) і (20) не викликають довіри. Отже, їх бажано 
виключити з подальшого розгляду, тобто модифіку-
вати математичну модель каналу спостережень (19)–
(22) з метою виключення значень d* k

k �� �1 і Pd
k

k* �� �1 .  
Це можна здійснити шляхом підстановки (18) в (19) 
з наступною комбінацією рівнянь (21) і (22). Резуль-
татом цих перетворень є модифікована складова рів-
няння спостережень, яка ухвалює наступний вид:

d I K H U d

K y H x

*
*

*

*
*

k
k d

k
k

d
k

k

k k k

k k k

� � � � � � � � � ��� �� � � �
� � � � � � � �

�
�

1
1

��� ��� ��1

;  (29)

K P U H H P H Rd d
k

k
T T

d
k

k
Tk k k k k k* * *� � � � � � � � � � � � � � � � � ��� ��

�1 .  (30)
Слід підкреслити, що нове рівняння для каналу 

спостережень повністю визначається тільки після 
того, як будуть знайдені матриці U(k) й Pd*(k/k).

Спочатку, розглянемо коваріаційну матрицю 
помилок оцінювання невизначеного входу. Для 
того, щоб забезпечити незалежність оцінюючого 
невизначений вхід фільтра від базової моделі, 
пропонується вибирати матрицю передачі цього 
фільтра так, щоб виконувалося обмеження:

I K H U� � � � � � � �d k k k* 0 .             (31)
В цьому випадку вираз (29) прийме вигляд

d K y H x*
*

*k
k d

k
kk k k� � � � � � � � � � � ��� ���1 .    (32)

В подальшому підставимо (30) у (31) виріша-
ючи рівняння відносно  Pd

k
k* � � , получимо

P U H C H Ud
k

k
T Tk k k k k* � � � � � � � � � � � � ��� ��

� �1 1 ,  (33)  
де

C H P H Rk k k kx
k

k
T� � � � � � � � � � � ��* 1 .    (34)

Потім розглянемо, як слід вибирати вагову 
матрицю U(k). Виходячи з чисто евристичних мір-
кувань вирази (13) і (15) перепишемо у вигляді

x A x* ,k
k

k
kk k�

�
�� � � �� � � � � � �1

1
1 1

1 � i ,        (35)
P A P A Qx

k
k x

k
k

Òk k k k k* , ,�
�

�� � � �� � � � �� � � �� � � � �1
1

1 2
1 1 1� i ,  (36)

де x k
k� �  і P

x
k

k

� �  визначаються формулами (11) та 
(12),відповідно, а

� � � �� � � � ��� �� � ��
�1

1
11E U dk k k k

k, * ,        (37)

� � � �� � � � ��� �� � � �� � � � ��� �� ��
�2

1
11 1E U P E Uk k k k k kd

k
k

T
, ,*

� � � �� ��� �� � �� � � � � � � �� � � �U Q Q U U Q Uk k k k k k kxd

T

xd
T

d
T1 1 1 .   (38)

З метою збереження стійкості (35) і (36) сто-
совно базової моделі невизначеного входу (3) є за 
доцільним вибрати:

� � �
1

0 , � � �
2

0 .                       (39)
Таким чином, значення U(k) дорівнює:

U Ek k k� � � �� �, 1 .                    (40)
Отримані результати дозволяють визначити 

робастний двокаскадний фільтр Калмана, у якому 
виключений вплив моделі невизначеного входу. Для 
цього слід підставити (35), (36), (32), (30) і (33) в (13) 
і (12), що в підсумку дає наступні співвідношення:

x x V d k
k

k
k

k
kk� � � � � � � � � �* * ;            (41)

P P V P V
x

k
k x

k
k d

k
k

Tk k


� � � � � � � � � � � �* * ,    (42)
де x* k

k� �  визначається рівняннями:
x A x* ,k

k
k

kk k�
�

�� � � �� � � �1
1

11  ;          (43)

x x K y H x* *
*

*k
k

k
k x

k
kk k k� � � � � � � � � � � � � � ��� ��� �1 1 ;  (44)

P A P A Qx
k

k x
k

k
Tk k k k k* , ,�

�
�� � � �� � � � �� � � �� �1

1
11 1 1

 ;  (45)

K P H Cx x
k

k
Tk k k* *� � � � � � � � ��

�
1

1 ;         (46)

P I K H Px
k

k x x
k

kk k* * *� � � � � � � ��� �� � ��1 ,     (47)
d* k

k� �  визначається рівняннями:
d K y H x*

*
*k

k d
k

kk k k� � � � � � � � � � � ��� ���1 ;      (48)

K P E H Cd d
k

k
Tk k k k k* * ,� � � � � �� � � � � ��1 1 ;    (49)

P E H C H Ed
k

k
T Tk k k k k k k* , ,� � � �� � � � � � � � �� ��� ��

� �
1 11 1 ,   (50)

а V k� �  і C k� �  відповідно дорівнюють:
V I K H Ek k k k kx� � � � � � � ��� �� �� �* , 1 ;     (51)

C H P H Rk k k kx
k

k
T� � � � � � � � � � � ��* 1 .      (52)

Запропонований робастний фільтр є еквівален-
том фільтру Кітанідіса, представленого рівнян-
нями (4)–(6). Доказ цього положення випливає 
з нижче наведеної теореми.

Теорема: Якщо ранг добутку 
rank k k k rank k k pH E E� � �� ��� �� � �� ��� �� �, ,1 1 , то 
робастний двокаскадний фільтр Калмана (41)–
(52) є еквівалентним фільтру Кітанідіса (4)–(10).

Доказ: Для доказу необхідно отримати такі 
попередні співвідношення:

1. З (40) та (33) можливо одержати

U P U E
E

H C H E
k k k k

k k

k k k k k
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T
T
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� � � � � � � �� �

�� �
� � � � � � �� �

�
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,

,
1

1

11
��
�
�

�

�
�
�

�� �
�1

1ET k k, .(53)
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2. З (5) та (10) відповідно

P I L H P

L P H C

x
k

k x
k

k

x
k

k
T

k k

k k k

� � � � � � � ��� �� � � �
� � � � � � � � � ��� �

�

�
�

1

1
1

�� � � � �C Lk kT
.   (54)

3. З (30), (53) та (34) 
U K E

E H C

H E
k k k k

k k k k

k k k
d

T T

� � � � � �� �
�� � � � � �

� � �� �
�

�
�
�
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�
�

�

* ,
,

,
1

1

1

1

��
�� � � � � �

�

�

1

11E H CT Tk k k k, . (55)
4. А з (30), (40) і (33) одержуємо

K C K Pd
T

d d
k

kk k k* * * .� � � � � � � � �
K C K Pd

T
d d

k
kk k k* * * .� � � � � � � � �            (56)

5. Шляхом підстановки (41) і (42) у (35) і (36) 
можливо отримати

x A x* ,k
k

k
kk k�

�
�� � � �� � � �1

1
11  ,            (57)

P A P A Qx
k

k x
k

k
Tk k k k k* , ,�

�
�� � � �� � � � �� � � �� �1

1
11 1 1



.  (58)
Далі, попередньо припустимо, що у момент 

часу k  оцінки фільтра Кітанідіса, а також їх коварі-
аційна матриця співпадають з відповідними показ-
никами двох каскадного фільтра Калмана, тобто

x x P Pk
k

k
k x

k
k x

k
k� � � � � � � � � �



, .       (59)
Застосовуючи (8) та (58) можливо встановити, що 

P Px
k

k x
k

k
� �� � � � �1 1

* .                    (60)
Використовуючи вираз (6), (10), (16), (55) і (60) 

отримаємо
L K I K H U Kk k k k k kx x d�� � � �� � � � �� � �� ��� �� �� � �� �1 1 1 1 1 1* * * . (61)

Підставивши (61) у (4) та використовуючи (59), 
(57), (14), (51), і (32) можливо отримати
x x K y H x

I K

k
k

k
k x

k
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x

k k k�
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� �� � � � � � �� � �� � � �� � � ��� �� �
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1
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1 11 1 1*
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** *k k k kd�� � �� ��� �� �� � �� � �1 1 1 1H U K

� �� � � �� � � ��� �� � � � � �� � � �� �
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�
�y H x x V dk k kk

k
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k
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k1 1 11 1
1

1
1

* * * .   (62)
Підставимо (10), (16) і (60) у (54) знаходимо:

 P I L H P

L K

x
k

k x
k

k

x

k k

k k

�
�

�� � � � �� � �� ��� �� � � �
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    (63)

А підставляючи (61) у (63) і використовуючи 
(16), (17), (51) і (56) отримаємо
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11 1 .  (64)
Порівнюючи (62) і (64) з виразами (41) і (42), 

відповідно можна побачити, що вони містять (59) 
у момент часу k+1.

Важливою перевагою отриманого фільтра, 
який забезпечує незміщеність оцінок з мінімаль-
ною дисперсією шляхом застосування двоетапної 
технології, є гарантування показників, заявлених 
у роботі [1] без застосування обмежень власти-
вих методу Лагранжа. Крім того, за допомогою 
запропонованого робастного фільтра каскадного 
типу можна встановити безпосередній зв'язок 
з розширеним фільтром Калмана, який гаран-
тує глобальну оптимальність розв'язку завдання, 
пов'язаного з одержанням оцінок стану лінійної 
системи при наявності невизначених входів.

Висновки. У роботі представлений альтерна-
тивний варіант фільтра Кітанідіса, який формує 
незміщені оцінки вектора стану з мінімальною 
дисперсією для лінійної дискретної системи при 
наявності невизначених входів. Синтез запропо-
нованого робастного фільтра заснований на засто-
суванні технології локально оптимальної апрок-
симації розширеного фільтра Калмана паралельно 
діючою двокаскадною розщепленою структурою, 
і на відміну від відомих робіт не містить трудо-
містких процедур оптимізації типу векторних 
множників Лагранжа й супутніх йому обмежень. 
Запропонований робастний фільтр можна вико-
ристовувати в якості доповнення до стандартного 
фільтра Калмана в якості засобу досягнення опти-
мальної якості фільтрації для систем з невизначе-
ними входами, тобто систем із частково відомою 
динамікою.
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Volovyk A.Yu. LOCALLY OPTIMAL ROBUST ESTIMATES OF THE LINEAR SYSTEMS STATE 
WITH INDEFINITE INPUTS

Quite often, for practical problems, the system uncertainties of non-stationary linear dynamic systems are 
interpreted as unknown disturbance. In the mathematical model, they are taken into account by introducing 
additional uncontrolled inputs. In the presented work, the problem of linear discrete system state vector 
estimating in the presence of uncontrolled uncertain inputs is considered. As a rule, it is customary to take 
into account uncertain inputs in modeling as a random process with given statistics or to represent them 
as constant shifts. The disadvantage of this approach is that any inadequate assumption about their model 
negatively affects the quality of the filter. In theory, there are also filters of increased stability to the uncertain 
inputs influences, which form quasi-optimal estimates of the system state vector, regardless of the properties 
of the uncertain inputs themselves. A new method for constructing estimates of the time-varying linear system 
state in the presence of uncertain inputs is proposed, which is based on the use of a two-stage technology 
for splitting the extended Kalman filter into two, working in parallel, highly specialized filters of smaller 
dimension. The novelty of the method lies in the development of a simplified structure of a two-stage Kalman 
filter resistant to the uncertain inputs influence. The proposed method is an alternative to the Kitanidis robust 
filter and is distinguished by the simplicity of mathematical derivation and the absence of time-consuming 
optimization procedures using variational calculation, like the Lagrange vector multiplier method with its 
inherent limitations. The practical value of the proposed robust filter synthesis method is determined by the 
possibility of its application as a supplement to the standard Kalman filter as a means of achieving the filtering 
process optimal quality for uncertain inputs systems, in other words,  systems with partially known dynamics.

Key words: uncertain input, decomposition, two-stage approximation of the extended Kalman filter, robust filtering.


